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ファクター・モデルを推定するには，主として 2つのアプローチが考えられる．第 1のアプ
ローチでは，資産価格を説明すると考えられる共通ファクターを分析者が用意した上で回帰分





































レジーム・スイッチング・モデル，または隠れマルコフ・モデル（HMM: Hidden Markov Model）
とも呼ばれるモデルは，Baum and Petrie（1966），Baum and Eagon（1967），Baum et al.（1970），
Baum（1972）らによってその研究が始まり，今日，音声認識，ゲノミクス，形態素解析（自然
言語処理）など，さまざまな分野に応用されている（例えば, Levinson et al., 1983; 池田, 1993）．
レジーム・スイッチング・モデルは，資産価格などの時系列に関する既存の確率モデルに含ま
























次マルコフ過程にしたがう，と仮定される．Kim and Nelson（1998）や Kaufmann（2000）では，
時間斉時的（time-homogeneous）な推移確率を，Kim and Yoo（1995）ではこれに加えて，時間可
変的（time-varying）な推移確率も考慮している．（iii）モデルの推定方法：Kim and Yoo（1995）で
は，近似最尤法（Approximate Maximum Likelihood Estimation）によって推定している．一方，





















離散時点 t (t = 1, . . . ,T ) において，経済には K 個の見えざる状態，つまり，レジームが
存在すると仮定し，これを確率ベクトル Y = {Yt; t=1, . . . ,T}によって表す．レジーム Y の
状態空間を {e1, . . . , ek, . . . , eK} とする．つまり，各時点において，K 種類のレジームのうち，
いずれかのレジームが市場を支配していると考える．また，レジームの状態空間を表現する





1 (Yt = ek)
0 (otherwise)
(k=1, . . . ,K) .
この定義関数により，時点 tにおいてどのレジームが実現しているかを表現することができる．
レジーム Yt は 1 次のMarkov過程に従うとし，Ft := σ(Y1, . . . ,Yt) と書く．このとき，
Pr(Yt+1 = ek|Ft)=Pr(Yt+1 = ek|Yt) (k=1, . . . ,K) ,
である．これより，時点 t におけるレジーム ek から，時点 t + 1 でのレジーム el への時間斉
時的な推移確率を，
plk =Pr(Yt+1 = el |Yt = ek )≥ 0 ,あるいは, P=(plk)1≤l,k≤K ,
により表す．ただし，時点 t から t + 1 へ進むときには，必ず K 個のレジームのうち，いずれ
かのレジームに推移するので，次の性質を有する．
plk ≥ 0 (l,k=1, . . . ,K),
K∑
l=1









Yt+1 =PYt + Mt+1 .
ただし，Mt+1 は，Ft-マルチンゲール増分である．
レジーム・スイッチング因子分析では，市場で取引される n 個の資産価格の収益率に関す
る過程 r = {rt; t=1, . . . ,T} を，見えざるレジーム Yt = ek (k = 1, . . . ,K) 所与の下で次の「観
測方程式」として表現する．つまり，Yt = ek 所与の下で，資産価格の収益率をファクタ （ー因
子）˜zt により表現する．このとき，ファクターの次元数 d は，資産数 n よりも格段に小さいこ
とが期待される．
(rt|Yt = ek)=µk + Λ˜kz˜t +Ψ1/2k ut .(2.1)
ただし，µk ∈Rn×1 はレジームに応じた資産の期待対数収益率を表すスイッチング切片，z˜t∼
Nd(0,I)はファクター，˜Λk ∈Rn×d はそのスイッチング・ファクタ ・ーローディング，ut∼Nn(0,I)







)′ ∈R(d+1)×1，Λk = (Λ˜k µk)∈Rn×(d+1) とおくことにより，次式のように表現すること
ができる．
(rt|Yt = ek)=Λkzt +Ψ1/2k ut .(2.2)
























ある．一方，レジーム Yt = ek 所与の下で，資産価格の対数収益率の条件付密度 bk(rt) は以下
のように与えられる．




(rt − Λkzt)′Ψ−1k (rt − Λkzt)
}
(2.3)
(k=1, . . . ,K) .
以上より，本レジーム・スイッチング因子分析のモデル・パラメータ Θ は，次の通りである．
Θ := {πk, plk, Λk, Ψk (k, l=1, . . . ,K)} .(2.4)




（1）資産価格の収益率の観測データを Rt = {r1,r2, . . . ,rt} と書く．このとき，RT およびモ
デル・パラメータ Θ が与えられたとき，観測データに関する尤度関数 f(RT |Θ)を計算
する「Forward-Backwardアルゴリズム」．





次式により Forward変数 αtk(t=1, . . . ,T ; k=1, . . . ,K)を定義する．
αtk := f(Rt,Yt = ek|Θ) .(3.1)
αtk は時点 tでの状態 kと時点 tまでの観測データとの同時密度関数である．Forward変数は
次のステップにより帰納的に計算することが可能である．
（1） t=1
α1k = f(r1,Y1 = ek |Θ)=πkbk(r1) (k=1, . . . ,K) .(3.2)
（2） t=2, . . . ,T
αtk = f(Rt,Yt = ek |Θ)=
K∑
l=1











βtk(t=1, . . . ,T ; k=1, . . . ,K)を次式で定義する．
βtk := f(rt+1,rt+2, . . . ,rT |Yt = ek,Θ) .(3.5)




βTk =1 (k=1, . . . ,K) .(3.6)
（2） t=T − 1, . . . ,1
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3.2 滞留確率 γ，ξ の導出
γtk，ξtlk を以下のように定義する．
γtk :=Pr(Yt = ek |RT ,Θ) ,(3.8)
ξtlk :=Pr(Yt+1 = el,Yt = ek |RT ,Θ) .(3.9)
γtk はパラメータおよび全ての観測値が所与の下で時点 tにおいて状態 kにいる確率，つまり
「平滑化確率（スムーザー）」を表している．ξtlk は同条件の下での時点 t + 1における状態が l
で，時点 tにおける状態が kである確率を表している．Baum-Welchアルゴリズムではこの γ，
ξ を用いて計算を行う．γ は以下のように導出できる．
γtk =

































〈Yt, ek〉 logbk(rt) .
いわゆる Q関数は，この対数尤度関数を用いて以下のように表される．




































































































ζtk :=E[zt|RT ,Yt = ek,Θ]= ckrt ,(3.15)
ηtk :=E[ztz
′
t|RT ,Yt = ek,Θ]=Var[zt|RT ,Yt = ek,Θ] + ζtkζ′tk(3.16)
= I − ckΛk + ckrtr′tc′k ,
とおいた．ここで，I は単位行列である．その上で，
E[〈Yt, ek〉zt|RT ,Θ]= γtkζtk ,
E[〈Yt, ek〉ztz′t|RT ,Θ]= γtkηtk ,



































































以上より，モデル・パラメータ Θ を推定するレジーム・スイッチング因子分析に関する EMア
ルゴリズムは次のようにまとめることができる．









（2）Maximization Step :（3.17），（3.18），（3.19），（3.20）式により，イテレーション p における













































ζtk ⊗Ψ−1k (rt − Λkζtk)
)(
ζtk ⊗Ψ−1k (rt − Λkζtk)
)′
,



















(Ψ−1(rt − Λkζtk))⊗ (Ψ−1(rt − Λkζtk))
)′
.




































と先行する実証研究において強く支持されている（Roll, 1973; Long, 1990; Platen and Heath,
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2006）．したがって，我が国における最適成長ポートフォリオのプロキシーとして，分析対象








る東証 REIT指数の超過収益率を xt と書く．なお，データの詳細は，第 4.2 節に述べる．
4.1.1 回帰分析
回帰分析は，以下のモデル式に基づいて行うこととする．
rt =α + βxt +Σ
1/2t .(4.1)











(rt|Yt = ek)=αk + βkxt +Σ1/2k t .(4.2)










α + λβzt + Ψ
1/2ut .(4.3)
rt は資産価格の超過収益率，zt∼N1(0,1) はリスク・ファクター，λα，λβ はそのファクター・
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ターを検出する．レジーム・スイッチング因子分析に用いるモデルは，以下のように表される．
(rt|Yt = ek)=λαk + λβkzt + Ψ1/2k ut .(4.4)







J-REIT市場は 2001年 9月に取引が開始され，2004年 4月には 12銘柄が上場され，分析時
点とする 2006年 11月 30日までにそのトラックレコードも日次で 657個を数えるに至ってい
る．2001年 9月当初，J-REIT上場銘柄は日本ビルファンド投資法人（NBF），ジャパンリアル
エステイト投資法人（JRE）の 2銘柄のみで，J-REIT市場全体の時価総額は 260,329（百万円）に
過ぎなかった．その後，2004年 4月には上場 12銘柄，時価総額 1,310,164（百万円）へと拡大し
た．さらに，2006年 11月 30日時点においては上場 40銘柄，4,563,294（百万円）に至るまで成
長してきた．
本論文では，分析時点において，J-REIT市場のおおよその成長を反映していると考えられ，









における 2003年 4月から 2003年 11月までの，6銘柄を対象とした日次データを用いた分析を
行っている．本研究とは分析対象とする銘柄や期間は大きく異なるものの，そこで示された結















として xt と書き，これを分析に用いた．また，分析期間を 2004年 4月から 2006年 11月まで
とした．それ以降のデータ期間を用いなかった理由は，以下のとおりである．
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表 1. 推定された 4 つのモデルの AIC の比較．
2006年半ば以降，J-REIT市場の動向を大きく捉えると，2007年前半までの 1年間に時価総


































表 2 と 3 に示し，これらを比較してみる．
レジーム 1とレジーム 2において推定されたファクター・ローディングに着目する．レジー
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JRFの 3銘柄は，最も歴史の古い老舗銘柄であり，また，分析時点である 2006年 11月におい
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図 1. レジーム・スイッチング因子分析によって推定した，各時点におけるレジームごとのファ
クター期待値 ζtk を，（3.15）式によって求めたものを示す．上段と中段の図はそれぞ
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図 2. 推定された各分析時点におけるレジーム 1 のスムーザ （ー平滑化滞留確率）．上段はレ
ジーム・スイッチング回帰分析，下段はレジーム・スイッチング因子分析によって推定














グラフ化したものを 図 2 に示している．
これを見ると，東証 REIT指数を用いたレジーム・スイッチング回帰分析の結果と，12銘柄
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から因子を抽出するレジーム・スイッチング因子分析の間で，レジームの転換点など，結果の
方向性は一致している．そして，2004年 4月から 2004年 6月頃まではレジーム 1にいる確率




2005年は 13，2006年は 12であった．そして，前述したように，分析期間の期末である 2006
年 11月において，分析対象とする 12銘柄は，分析期間の期首と同様に，J-REIT市場全体の
現時価総額の 3分の 2をカバーしているからである．
以上より，分析期間とした，2004年 4月から 2006年 11月までの東証 REIT指数の銘柄構成
変化の影響は小さく，両モデルともレジームの転換点を捉えていると考えられる．















































1つの安全資産と n 個の危険資産が，離散時点 t= 0,1, . . . ,T で取引されている市場を考え
る．時点 t における危険資産の価格を St = (S1t · · ·Sit · · ·Snt)′ と書き，有限な非負の実現値を
取るものと仮定する．時点 t− 1 と時点 t で挟まれた時間間隔を期間 t と呼ぶ．その期間 t に
おける資産のグロスリターン，つまり 1+収益率を，Xt =(X1t · · ·Xit · · ·Xnt)′ と書く．ただし，
Xit =Sit/Sit−1 とする．また，期間 t での安全資産のグロスリターンを xf,t と書く．






b0t,bt =(b1t · · ·bit · · ·bnt)′
}
と書く．その実行可能領域を，{
















Xt =V0 · e
∑T
t=1 logXt =V0 · elog(VT /V0) ,




ためには，各期間の期首 t− 1 においてポートフォリオの対数リターンの条件付期待値を取り






Et−1[logXt] :=Et−1[log (b0txf,t + b′tXt)]
subject to b0t + b
′
t1=1 .
ここに，問題 P t の目的関数が凹関数であることから，その Karush-Kuhn-Tucker（KKT）条件
が，最適ポートフォリオの「必要十分条件」であることに注意する．問題 P t の KKT条件は，












=1 (i=1, . . . ,n) ,(A.2)
ν∗=1 .(A.3)



































t+2 · · ·X∗T )−1 · SiT
]
.(A.5)









1, . . . ,T )において，市場には K 個のレジームが存在すると仮定し，これを Y := {Yt; t=1, . . . ,T}
と表し，FYt := σ (Y1, . . . ,Yt) と書く．レジーム Yt の状態空間を {e1, . . . , ek, . . . , eK} とする．こ
こで，ek ∈RK(k = 1, . . . ,K) は，その第 k 要素の値が 1 であり，それ以外の要素の値が 0 で
ある．
レジーム Yt は，1 次の Markov過程に従うとし，時点 t におけるレジーム ek から，時点







Pr(Yt+1 = el|Yt = ek)
)
1≤l,k≤K ,(B.1)
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と表す．ここで，推移確率 plk は，
plk ≥ 0 (l,k=1, . . . ,K),
K∑
l=1
plk =1 (k=1, . . . ,K) ,(B.2)
を満たす．このとき，レジーム Yt は「状態方程式」として，以下のように表現できる：
Yt+1 =PYt + Mt+1 ,(B.3)
ただし，Mt+1 は FYt マルチンゲール増分である．
一方，時点 t におけるレジーム Yt 所与の下で，危険資産の対数収益率，Rlogt =(
Rlog1t · · ·Rlogit · · ·Rlognt
)′，は「観測方程式」として，以下のように記述されると仮定する：
Rlogt |Yt =µ(Yt) +Σ(Yt)εt ,(B.4)
ただし，µ(Yt)=
(





















{FRt ,FYt } と書く．
ドリフトとディフュージョン・パラメータは，それぞれ以下の状態空間から，レジームに応
じた実現値をとるものとする．
{µ(1), . . . ,µ(k), . . . ,µ(K)} , {Σ(1), . . . ,Σ(k), . . . ,Σ(K)} .(B.5)










ただし，演算 〈 , 〉 は内積を表す．ここに，（B.4）式は，資産の対数収益率を特徴づけるドリフ
トとディフュージョン・パラメータが，その期間を支配するレジームによりスイッチングする
ような時系列モデルを表現している．
また，時点 t におけるレジーム Yt 所与の下で，安全資産の対数収益率が次のように記述さ
れると仮定する．
rlogt |Yt = rf (Yt) .(B.8)
ここで，安全利子率は以下の状態空間より，レジームに応じた実現値をとると考える．
{rf (1), . . . , rf (k), . . . , rf (K)} .(B.9)





〈Yt, ek〉rf (k) .(B.10)
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（B.10）式は，安全利子率がその期間を支配するレジームによりスイッチングすることを意味
する．
対数線形近似（Campbell and Viceira, 2002）より，安全資産と危険資産の対数収益率は通常収
益率を用いて，それぞれ以下のように表すことができる：





ここで，λi(Yt) :=σi(Yt)σ′i(Yt) と略記し，λ(Yt)= (λ1(Yt) · · ·λi(Yt) · · ·λn(Yt))′ と書いた．
上記の設定の下で，1個の安全資産と n 個の危険資産よりポートフォリオを構築する．時点
t− 1 で行うリバランス後の安全資産と危険資産への投資金額比率，すなわちポートフォリオ・
ウェイトを {b0t, bt =(b1t · · ·bit · · ·bnt)′} と書く．このとき，時点 t におけるレジームが所与の
下で，期間 t におけるポートフォリオ全体の通常収益率は，次のように表すことができる．
R˜t|Yt = b0t(rt|Yt) + b′t(Rt|Yt) .(B.13)
対数線形近似より，その対数収益率は，





R˜logt |Yt =µP (b0t,bt; Yt) + b′tΣ(Yt)εt .(B.15)
ここで，



























































= b0trf (Yt) + b
′
tµ(Yt)− 12b′tΛ(Yt)bt + 12b′tλ(Yt)




62 統計数理　第 59 巻　第 1 号　 2011
問題 P(Yt) に対する KKT条件は，次のように与えられる．
Λ(Yt)b
∗



























t |Yt) , あるいは，













































λ は対数線形近似による Jensen の項を表す．さらに，
（B.11）式，（B.12）式より，rf (Yt)= rt|Yt，µi(Yt) + 12λi(Yt)=Et−1 [Rit|Yt]，µG(Yt) + 12λG(Yt)=
Et−1 [RGt|Yt] であるから，Yt = ek とした（B.24）式は次のように書きなおせる．
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• 実用に際して，最適成長ポートフォリオは SPOPスキーム（Ishijima and Shirakawa, 2000）
により構築して用いても良いし，そのプロキシーとしてベンチマーク・インデックス（S &




件付き期待値をはずした上で，(rt|Yt = ek) := (Rit − rt|Yt = ek)1≤i≤n，xt := (RGt − rt|Yt = ek)，




(rt|Yt = ek)=αk + βkxt +Σ1/2k t .
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Regime Switching Factor Analysis and
Its Application to Detection of Risk Factors in J-REIT Market
Hiroshi Ishijima1 and Junnosuke Matsushima2
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2Clinical Research Planning Department, Chugai Pharmaceutical Co., LTD.
We study factor analysis subject to regime switching or hidden Markov models (HMM
factor analysis) and apply the result to conduct an empirical analysis on Japanese REIT
(J-REIT ) markets.
The objective of HMM factor analysis is to detect risk factors solely based on asset
prices, where the dimension of risk factors is expected to be far less than that of target
assets. The model admits risk factor switching according to hidden economic regimes be-
hind the market. Following the model settings above, we derive an estimation method.
The procedure is as follows: (1) introduce a forward-backward algorithm to define the
likelihood function and (2) use the Baum-Welch (EM) algorithm to obtain the maximum
likelihood estimators. We also mention the variance of derived estimators. Next, we con-
duct an empirical analysis to apply the model to the J-REIT market to detect common
risk factors in the presence of hidden economic regimes. We find that the HMM factor
analysis better explains the risk structures in J-REIT prices compared to the standard
setting.
While it is common in financial literature to use multi-factor regression analyses to
explain the sources of returns in J-REIT, we employ HMM regression for comparison.
We find that: (1) in both HMM factor and regression analyses, the estimated smoothers
detect essentially the same regimes, (2) regime switching risk factors can be detected
by asset prices alone, and (3) the return sources due to regime switching can be better
explained by introducing market benchmarks.
Key words: Factor analysis, hidden Markov models, statistical methods, empirical analysis.
